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Esquema

1. Célculo lambda no tipado



Calculo lambda: definicién

El calculo lambda es un sistema formal dado por ecuaciones sobre términos
lambda. Abstraccién y aplicacién son nociones primitivas.

T, variables, de un conjunto numerable,
Expr := Expr Expr, aplicacién de funciones,
Ax.Expr, abstraccién sobre una variable.

Consideramos

e a-equivalencia, invariancia a renombramientos (Az.M[z]) = (Ay.M[y]);
e B-reducciones, aplicacién de funciones (A\z.M) N — g M{n/a];

« 7n-reducciones, extensionalidad (Az.f z) = f.

Alonzo Church. “A set of postulates for the foundation of logic”. En: Annals of mathematics
(1932), pags. 346-366.

H.P. Barendregt. The lambda calculus: its syntax and semantics. Studies in logic and the
foundations of mathematics. North-Holland, 1984. ISBN: 9780444867483.



C

lculo lambda: lenguaje de programacion

Buscamos formas normales invariantes a
reducciones. Existen términos que

Hay expresiones que se reducirdn o no
divergen como Q = (Az.(zz))(Az.(zx)). Y exp 4

dependiendo del orden de evaluacién,
Teorema (Church-Rosser) como (Az.\y.y) Q (Az.x).

La reduccién es confluente. Teorema (Barendregt)

Si existe una forma normal del término

M lambda, la estrategia que reduce a cada
/ \ paso la aplicacién mas a la izquierda la
N P encuentra.
AN " k/ La reduccién da una forma de cédlculo
7 Turing-completa.

Si existe la forma normal, es tnica.

Robert Pollack. “Polishing Up the Tait-Martin-L6f Proof of the Church-Rosser Theorem”. En:
Proc. De Winterméte, Chalmers University (1995).

Ryo Kashima. “A Proof of the Standardization Theorem in Lambda-Calculus”. En: Tokyo
Institute of Technology (2000).



mariofkosmos JEMP mikrokosmos
Welcome to the Mikrokosmos Lambda Interpreter!
Version @.7.8. GNU General Public License Version 3.

mikro> |:|



mariofkosmos JEMP mikrokosmos
Welcome to the Mikrokosmos Lambda Interpreter!
Version @.7.8. GNU General Public License Version 3.

mikro> 2 = \s.\z.s (s z)
mikro>



mariofkosmos JEMP mikrokosmos
Welcome to the Mikrokosmos Lambda Interpreter!
Version @.7.8. GNU General Public License Version 3.

mikro> 2 = \s.\z.s (s z)

mikro> plus = \n.\m.n succ m

mikro> plus 3 4

ha.Ab.a (a (a (a (a (a (a b)))))) =7

mikro>



mariofkosmos JEMP mikrokosmos
Welcome to the Mikrokosmos Lambda Interpreter!
Version @.7.8. GNU General Public License Version 3.

mikro> 2 = \s.\z.s (s z)

mikro> plus = \n.\m.n succ m

mikro> plus 3 4

ha.Ab.a (a (a (a (a (a (a b)))))) =7
mikro> sum = fold plus @

mikro> sum (cons 1 (cons 2 (cons 3 nil)))
Aa.Ab.a (a (a (a (a (a b))))) = 6

mikro> ||
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mikro> sum (take 5 naturals)

ha.Ab.a (a (a (a (a (a (a (a (a (@ h))))))))) - 10

mikro>



mariofkosmos JEMP mikrokosmos
Welcome to the Mikrokosmos Lambda Interpreter!
Version @.7.8. GNU General Public License Version 3.

mikro> 2 = \s.\z.s (s z)

mikro> plus = \n.\m.n succ m

mikro> plus 3 4

ha.Ab.a (a (a (a (a (a (a b)))))) =7

mikro> sum = fold plus @

mikro> sum (cons 1 (cons 2 (cons 3 nil)))

Aa.Ab.a (a (a (a (a (a b))))) = 6

mikro> naturals := fix (compose (cons 8) (map (plus 1)))
mikro> sum (take 5 naturals)

ha.Ab.a (a (a (a (a (a (a (a (a (@ h))))))))) - 10
mikro> mu (\n.eq (mult 3 n) (plus 6 n))

ha.Ab.a (a (a b)) = 3

mikro>



Esquema

2. Célculo lambda tipado



-ulo lambda tipado: reglas de tipado

El calculo lambda simplemente tipado consta de tres constructores de tipos: un

tipo unidad con un solo elemento 1, un producto para cada dos tipos, y el tipo
funcién entre dos tipos cualquiera.

I'ka:A I'-b:B I'Fm:AXxB I'km:AxB

IFx:1 'k {a,b): Ax B T'Fmym:A I'tmm:B
Tz:AFm:B I'f:A— B T'ka:A
'Xxxm:A— B I'fa:B

Jean-Yves Girard, Paul Taylor e Yves Lafont. Proofs and Types. New York, NY, USA:
Cambridge University Press, 1989. ISBN: 0-521-37181-3.



Calculo lambda tipado: reglas de tipado

El calculo lambda simplemente tipado consta de tres constructores de tipos: un
tipo unidad con un solo elemento 1, un producto para cada dos tipos, y el tipo
funcién entre dos tipos cualquiera. Ademads, podemos anadir un tipo vacio 0 y un
tipo unién A + B.

I'ka:A I'-b:B I'km:AxB I'km:AxB

IFx:1 'k {a,b): Ax B T'Fmym:A I'tmm:B
Tz:AFm:B I'f:A— B T'ka:A
'Xxxm:A— B I'fa:B
I'Fm:0 I'ta:A I'b:B

T'Faborty m: A I'Finla: A+ B I'Finrb: A+ B

I'tm:A+ B Ta:AFEn:C T'b:BkFp:C
T+ (case m of [a].n; [b].p) : C

Jean-Yves Girard, Paul Taylor e Yves Lafont. Proofs and Types. New York, NY, USA:
Cambridge University Press, 1989. ISBN: 0-521-37181-3.



Calculo lambda tipado: reglas de tipado

El calculo lambda simplemente tipado consta de tres constructores de tipos: un
tipo unidad con un solo elemento 1, un producto para cada dos tipos, y el tipo
funcién entre dos tipos cualquiera. Ademads, podemos anadir un tipo vacio 0 y un
tipo unién A + B.

I'ka:A I'-b:B I'km:AxB I'km:AxB

IFx:1 'k {a,b): Ax B T'Fmym:A I'tmm:B
Tz:AFm:B I'f:A— B T'ka:A
'Xxxm:A— B I'fa:B
I'Fm:0 I'ta:A I'b:B

T'Faborty m: A I'Finla: A+ B I'Finrb: A+ B

I'tm:A+ B Ta:AFEn:C T'b:BkFp:C
T+ (case m of [a].n; [b].p) : C

Teorema (Tait, Girard)
Todo término tipado normaliza.

Jean-Yves Girard, Paul Taylor e Yves Lafont. Proofs and Types. New York, NY, USA:
Cambridge University Press, 1989. ISBN: 0-521-37181-3.



ulo lambda tipado: interpretacion de Heyting-Kolmogorov

Heyting y Kolmogorov describen las implicaciones de la légica intuicionista A — B
como funciones que transforman demostraciones de A en transformaciones de B.

Philip Wadler. “Propositions As Types”. En: Commun. ACM 58.12 (nov. de 2015),
pags. 75-84. ISSN: 0001-0782. DOI: 10.1145/2699407. URL:
http://doi.acm.org/10.1145/2699407.


https://doi.org/10.1145/2699407
http://doi.acm.org/10.1145/2699407

Calculo lambda tipado: interpretacion de Heyting-Kolmogorov

Heyting y Kolmogorov describen las implicaciones de la légica intuicionista A — B
como funciones que transforman demostraciones de A en transformaciones de B.
Bajo esta interpretacién el cdlculo lambda es un sistema de demostraciones de la
légica proposicional intuicionista.

I'kFa:A I'Hb: B I'Fm:AxB I'tm:AxB

ThFx:1 'k {a,b): Ax B I'Frym: A I'kFmam:B
z:AFm:B I'f:A—-B I'ta:A
'kXxem:A— B I'fa:B
I'Fm:0 I'Fa:A I'b:B

' aborty m: A I'tinla: A+ B I'kFinrb: A+ B
'tm:A+B Ta: Abn:C o:BFp:C

T+ (case m of [a].n; [b].p) : C

Philip Wadler. “Propositions As Types”. En: Commun. ACM 58.12 (nov. de 2015),
pags. 75-84. ISSN: 0001-0782. DOI: 10.1145/2699407. URL:
http://doi.acm.org/10.1145/2699407.


https://doi.org/10.1145/2699407
http://doi.acm.org/10.1145/2699407

Céalculo lambda tipado: interpretacién de Heyting-Kolmogorov

Heyting y Kolmogorov describen las implicaciones de la légica intuicionista A — B
como funciones que transforman demostraciones de A en transformaciones de B.
Bajo esta interpretacién el cdlculo lambda es un sistema de demostraciones de la
légica proposicional intuicionista.

I'kFa:A I'Hb: B I'Fm:AxB I'tm:AxB

ThFx:1 'k {a,b): Ax B I'Frym: A I'kFmam:B
z:AFm:B I'f:A—-B I'ta:A
'kXxem:A— B I'fa:B
I'Fm:0 I'Fa:A I'b:B

' aborty m: A I'tinla: A+ B I'kFinrb: A+ B
'tm:A+B Ta: Abn:C o:BFp:C

T+ (case m of [a].n; [b].p) : C

Teorema (Curry, Howard)
Las proposiciones son tipos, las demostraciones sus elementos. Evaluar elementos
equivale a simplificar demostraciones manteniendo su significado.

Philip Wadler. “Propositions As Types”. En: Commun. ACM 58.12 (nov. de 2015),
pags. 75-84. ISSN: 0001-0782. DOI: 10.1145/2699407. URL:
http://doi.acm.org/10.1145/2699407.


https://doi.org/10.1145/2699407
http://doi.acm.org/10.1145/2699407

Mikrokosmos: intérprete tipado

1 :types on

2

3 # Draws the deduction tree

4 @ \a.((\c.Case ¢ Of inr; inl)(INL a))

5

6 # Simplifies the deduction tree

7 @@ \a.((\c.Case c Of inr; inl)(INL a))

evaluate

types: on

f 1

c A c =B
(inr) (inl)
inrc:B+A inlc=B+A b:A+B
(Case)
case b oF Ac.inr ¢; Ac.inl c = B+ A a
(A) (1inl)
Ab.case b oF Ac.inr c; Ac.inl ¢ =2 (A +B) - B+ A il a =
(=)
(Ab.case b oF Ac.inr ¢; Ac.inl c) (wnl a) ® B + A
(A)
\ Aa.(Ab.case b oF Ac.inr ¢; Ac.inl ¢c) (inl a) : A-B + A |
f 1
a: A

—— (1nr)
mra:sB+A

(A)
Aa.inra i A-B+A
( J




Esquema

3. Categorias cartesianas



Categorias: adjunciones

Una adjuncién F' 4 G entre categorias C y D es un par de funtores F': C - Dy
G: D — C con una biyeccién natural ¢: hom(FX,Y) 2 hom(X,GY).

Fx L, v

x 29 qy



Categorias: adjunciones

Una adjuncién F' 4 G entre categorias C y D es un par de funtores F': C - Dy
G: D — C con una biyeccién natural ¢: hom(FX,Y) 2 hom(X,GY).

rx 1, v

x 29 qy

- T (@ Ejemplo (Productos y coproductos)
ezl (Cruises) Los productos y los coproductos

El funtor que crea grupos libres . . .
a grup pueden definirse sin hacer referencia a

F': Grp — Set, es el adjunto al funtor
que a cada grupo le asigna su conjunto
subyacente |—|: Set — Grp. El
homomorfismo queda determinado por

conjuntos como adjuntos + 4 A - x
para A el funtor diagonal.

la eleccién de imagenes de los X, X — VY, Z

generadores. X —YxZ

FA—*5 M
e X+Y — 7

i
A LM] XY — 2,2



Categorias: adjunciones

Una adjuncién F' 4 G entre categorias C y D es un par de funtores F': C - Dy
G: D — C con una biyeccién natural ¢: hom(FX,Y) 2 hom(X,GY).

rx 1, v

x 29 qy

Ejemplo (Grupos) Ejemplo (Productos y coproductos)
Bl funtor que crea grupos libres Los productos y los coproductos
F': Grp — Set, es el adjunto al funtor
que a cada grupo le asigna su conjunto
subyacente |—]: Set — Grp. El

homomorfismo queda determinado por

pueden definirse sin hacer referencia a
conjuntos como adjuntos + 4 A - x
para A el funtor diagonal.

la eleccién de imégenes de los X =Y X -7
dores.
generadores = v %7
FA—%45 M
S X+Y — Z
ALy My

X > Z Y > Z



egorias cartesianas cerrac

Una categoria cartesiana C es aquella en la que el funtor terminal x: C — 1, el
funtor diagonal A: C x C — C y sus funtores producto (— x A): C — C tienen
adjuntos derechos. Los llamamos unidad, producto y exponencial.

£ f
% " C,C —— A B CxA——B
c—1 c 9 4y B c—1, pa

Joachim Lambek y Philip J Scott. Introduction to higher-order categorical logic. Vol. 7.
Cambridge University Press, 1988.



Categorias cartesianas cerradas: defini

Una categoria cartesiana C es aquella en la que el funtor terminal x: C — 1, el
funtor diagonal A: C x C — C y sus funtores producto (— x A): C — C tienen
adjuntos derechos. Los llamamos unidad, producto y exponencial.

£ f
% " C,C —— A B CxA——B
c—1 c 9 4y B c—1, pa

Si interpretamos los tipos y contextos como objetos y los elementos como
morfismos, son las reglas para el calculo lambda tipado.

'Fa:A THb:B I'a:A-b:B
TEx:1 T'k(a,b): AX B 'k (Xab): A— B

Teorema (Lambek)

Hay una equivalencia entre categorias cartesianas cerradas y teorias sobre el
calculo lambda CCC ~ ATh.

Joachim Lambek y Philip J Scott. Introduction to higher-order categorical logic. Vol. 7.
Cambridge University Press, 1988.



egorias cartesianas cerradas: argumentos diagonales

Teorema (Lawvere)

En una categoria cartesiana cerrada, si existe un d : A — B4 sobreyectivo en
puntos, cada f : B — B tiene un punto fijo b : B, tal que f(b) = b.

Demostracién. Por sobreyectividad, existe d z = Aa.f(d a a). Entonces
dzz=Aa.f (daa)) z=f(dzz)esun punto fijo. O

F. William Lawvere. “Diagonal arguments and Cartesian Closed Categories”. En: Reprints in
Theory and Applications of Categories (2016), pags. 1-13.



Categorias cartesianas cerradas: argumentos diagonales

Teorema (Lawvere)

En una categoria cartesiana cerrada, si existe un d : A — B4 sobreyectivo en
puntos, cada f : B — B tiene un punto fijo b : B, tal que f(b) = b.

Demostracién. Por sobreyectividad, existe d z = Aa.f(d a a). Entonces
dxxz=Aa.f (daa)) z=f (dzz)esun punto fijo. O

Ejemplo (Cantor) Ejemplo (Tarski, Godel)

Para todo A, el conjunto 24 tiene Una teoria consistente no puede

mayor cardinalidad. expresar su propia verdad.
Consideramos objetos 2, A%, A1 A2 ...

Lofzmplo (sl y los morfismos entre ellos son

Tomar toda coleccién como conjunto
lleva a inconsistencia.

expresiones de la teoria. La teoria es
consistente si existe not: 2 — 2 sin
puntos fijos. La verdad es expresable si
existe truth : A x A — 2 tal que para
cada p: A — 2 existe un g : A nimero
de Godel tal que truth(g, a) = ¢(a).

Ejemplo (Combinador de punto fijo)

El calculo lambda sin tipos puede verse
como una teoria sobre el cédlculo tipado.
Todo combinador tiene un punto fijo.

F. William Lawvere. “Diagonal arguments and Cartesian Closed Categories”. En: Reprints in
Theory and Applications of Categories (2016), pags. 1-13.



Categorias cartesianas cerradas: induccién

Un 4lgebra inicial sobre un funtor viene dada por una construccién con la
siguiente propiedad universal. Un ejemplo son los niimeros naturales.

FXx -fhy py 14N — 1+ X
lﬂ' ll/ (0,succ)l l(z,f)
X -ty N—2 4 X

Lo interesante es que asi ganamos una forma de expresar los naturales y los
principios de induccién. El cdlculo lambda que se obtiene cuando afiadimos los
naturales se llama System T y fue desarrollado por Gédel.

1+ N —— 1+ hom(N,N)

(O,succ)l l(id,succ o—)

N—F 5 hom(N,N)

Nos da 0+ m = (m) = m y ademés
succ(n) + m = (succo (n+ _))(m) = suce(n + m).



Esquema

4. Categorias localmente cartesianas



Categorias localmente cartesianas cerradas: cuantificadores

Los productos fibrados determinan sustituciones. Un caso particular es el
debilitamiento légico. Determina un funtor entre sobrecategorias.

{P(r(a,0))} — {P(a)}

[ [

AxB —"T s A

Este debilitamiento tiene dos adjuntos en sobrecategorias, 3 4 7 4V, que son los
cuantificadores 1égicos.

A X B
P —
{P(r(a,))} ———— {Q(a,b)}

{P(a)} ———  {¥be B,Q(a,b)}

\A‘/

Teorema

Si existen los productos fibrados, la adjuncién izquierda, existe, viene dada por
composicién con 7. Si ademds existe la adjuncién derecha, para todo, llamamos a
la categoria localmente cartesiana cerrada.



Categorias localmente cartesianas cerradas: cuantificadores

Los productos fibrados determinan sustituciones. Un caso particular es el
debilitamiento légico. Determina un funtor entre sobrecategorias.

{P(r(a,0))} — {P(a)}

[ [

AxB —"T s A

Este debilitamiento tiene dos adjuntos en sobrecategorias, 3 4 7 4V, que son los
cuantificadores 1égicos.

AX B
—

{P(a,0)} ——————— {Q(n(a,0))}

{3be B: P(a)} ———— {Q(a)}

\’A/

Teorema

Si existen los productos fibrados, la adjuncién izquierda, existe, viene dada por
composicién con 7. Si ademds existe la adjuncién derecha, para todo, llamamos a
la categoria localmente cartesiana cerrada.



Categorias localmente cartesianas cerradas: sigma

Vamos a construir 3 en el calculo lambda. Un tipo es un objeto de la
sobrecategoria sobre un contexto, C/[I']. Sus elementos son morfismos desde el
terminal de la sobrecategoria, id: [I'] — [I'].

[T,a: A] [Tl —= [T,a: A]
J""A \ l‘"’A
[r] [r]

Esta construccién es un par dependiente o tipo Sigma.

(a,b)

1 LN [T,y:B(a)] — [I,z: A,y: B]
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Categorias localmente cartesianas cerradas: sigma

Vamos a construir 3 en el calculo lambda. Un tipo es un objeto de la
sobrecategoria sobre un contexto, C/[I']. Sus elementos son morfismos desde el
terminal de la sobrecategoria, id: [I'] — [I'].

[T,a: A] [Tl —= [T,a: A]
J""A \ l‘"’A
[r] [r]

Esta construccién es un par dependiente o tipo Sigma.

(a,b)

(N LN [T,y:B(a)] — [T,z : A,y : B]



€,

gorias localmente cartesianas cerrad

La construccién del cuantificador universal son las funciones dependientes o tipos
Pi. Es directa desde la adjuncién suponiendo que estamos en una categoria
localmente cartesiana cerrada.

AN /AN

IIF7 A]] —b> IIFvAvB]] [[F, A, Ha:A B]] % [[F, A, B]]
[[FH M [[F’Ha:A B]] HF’ Ha:A B]] l*d> [[F7 Ha:A B]]

S S

Nétese cémo la imagen de la identidad bajo la adjuncién es la aplicacién de una
funcién sobre un elemento.

Robert AG Seely. “Locally cartesian closed categories and type theory”. En: Mathematical
proceedings of the Cambridge philosophical society. Vol. 95. 1. Cambridge University Press.
1084, pags. 33-48.



Esquema

5. Teorfa de tipos



Teoria de tipos

Obtenemos las siguientes reglas para un sistema de tipos dependiente.

ka:A L't b: Bla/x] F'km:y . 4C 'ktm:3 . 4C
Tk {a,b):> . 4B T'Hfst(m): A I - snd(m) : C[(m)/a]
T'a: AFb: B 'Fa:A F'_f:Ha:AB
T+ (Aa.b): 1, B Trfa:Ba)

Ejemplo: diferencia entre vectores y vectores uniformes.

v ZVect(n) y w: HVect(n).
n:N

n:N

Per Martin-L6f. “An intuitionistic theory of types: Predicative part”. En: Studies in Logic and
the Foundations of Mathematics. Vol. 80. Elsevier, 1975, pags. 73-118.



-- Definition of the sigma type as a record with two constructors.
-- Its elimination principle can be directly derived from the

-- definition.

record I (S : Set) (T : S » Set) : Set where

constructor _,_
field

2 9

: T

open I public

first : {A : Set} {B : A - Set} {C : Set} - I AB- A
first (a , b) = a

second : {A : Set} {B : A - Set} {C:Set} - (r:IAB)-B( r)
second (@ , b) = b

Base.agda Agda :Checked Git:master Mod =[] unix | 57: @ 44%

%@ *All pone* AgdaInfo [N | unix | 1: @ (ALl



Teoria de tipos: igualdad

La igualdad serd el tipo dado por la diagonal A: A — A x A. La propiedad
universal del producto fibrado nos da una equivalencia entre los siguientes
diagramas con la diagonal.

AC — C A o] ks
el l- NS
A—2 5 AxA Ax A

Cuando lo interpretamos en tipos, a la izquierda tenemos un z: At c¢: C(z,z) y a
la derecha tenemos z: A,y : A,p: z =yt c: C(z,y). Esto nos da una regla para
usar la igualdad, que en teoria de tipos se llama eliminador J.

I'kta:A T'Hb: A
Dz: At c:C(z,x) I'kp:a=b
'k Je(e,p) : C(a,b)

F. William Lawvere. “Equality in hyperdoctrines and comprehension schema as an adjoint
functor”. En: Applications of Categorical Algebra 17 (1970), pags. 1-14.



-- Equality is defined as an inductive type. Its induction principle
-- is the J-eliminator.
data _==_ {¢} {A : Type &} : A = A - Type { where

refl : (a: A) - a-==a

-- Composition of paths

infixl S

e v{t} {A:Type 2} {abc:A}-a==b-b==c-a==c¢c
refla-q=q
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Teoria de tipos: proposiciones

Un subobjeto clasificador es un Q2 con un monomorfismo true: 1 —  tal que, para
todo monomorfismo m : [I', P] — [I'], existe un dnico x tal que el siguiente
diagrama es un producto fibrado.

[Tz:P] — 1

[ l

Los tipos dados por un monomorfismo se llaman proposiciones y se pueden ver
como elementos del tipo Q.

I'-P:Q I'Fa:P I'Eb: P
I+ isPropp(a,b):a =05

Ademas, mediante adjunciones hay formas de truncar cada tipo A en una
proposicién |A].



Esquema

6. Matemaética constructivista



Elementary Theory of the Category of Sets

Con toda la estructura considerada podemos interpretar fundaciones categéricas
de las matematicas dentro de un lenguaje de programacién. Un ejemplo es la
Elementary Theory of the Category of Sets de W. Lawvere. Axiomas:

« una categoria localmente cartesiana cerrada con todos los limites finitos, el
dlgebra inicial de 1 + X y un subobjeto clasificador (un topos con un objeto
de nimeros naturales);

e punteada, para cada f,g: A — B, hay igualdad f = g si y sélo si f(a) = g(a)
para cualquier a: 1 — A;

o cumpliendo el axioma de eleccién, los morfismos sobreyectivos en puntos
tienen una seccién.

[T|X=a |~ > Tl /6@=a

(a:A) ||(b:B) (9:A—B) (a:A)

F. William Lawvere. “An elementary theory of the category of sets”. En: Proceedings of the
national academy of sciences 52.6 (1964), pags. 1506-1511.



-- We internally postulate well-pointedness.
postulate
wellPointed : {A : Set} {B : A~ Set} - {fg: (a:A) ~B a}
> ((x :A)-fx=gx)-f=g

-- We internally postulate the Axiom of Choice.
postulate
AxiomOfChoice : {A : Set} {B : Set} {R : A » B = Set}
-((a:A)-@3beB, (Rab)))

~(3ge(A-8), ((a:h)-Ra(ga)))
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Elementary Theory of the Category of Sets: Diaconescu

Teorema (Diaconescu)

El axioma de eleccién implica el tercio excluso.

Demostracion.

Dada P, definimos U = {z € {0,1} | (x =0) V P} y

V ={z €{0,1} | (x = 1) vV P}, cada no vacio. Por eleccién, existe

f{U,V} - UUV tal que f(U) e Uy f(V) € V. Decidimos si f(U) y f(V) son
0 o no por induccién. Si f(U) =1 o f(V) =0, entonces P es cierto; y si f(U) =0
y ademds f(V) = 1, tendriamos =P, porque si P, entonces U = V, luego

0=fU)=f(V)=1 t

Asi que al aceptar axioma de eleccién, hemos vuelto a la matemaética clasica. Esto
es una posible via, pero no la unica.

Radu Diaconescu. “Change of base for toposes with generators”. En: Journal of Pure and
Applied Algebra 6.3 (1975), pags. 191-218.



postulate
Axiom0fChoice : {A : Set} {B : Set} {R : A » B - Set}
~(@:A)-@3beB, (Rab)))

> (3fe(A-B), ((a:A)=Ra/(fa)))

LawOfExcludedMiddle : {P : Set} - PV - P
Law0fExcludedMiddle {P} = Ex-elim
(Axiom0fChoice A { (Q , q) - Ex-elim q Ex-isProp A { (u , v) ~u,, v }})
V-isProp A { (f , a) - byCases f o }
where
A : Set

A =% (Bool » Set) (A Q= Ex Bool (A b=~ Qb))
R : A - Bool - Set
R(P,_ )b=Ph
U : Bool - Set
Ub= (b= true) VP
V : Bool -+ Set
Vb= (b= false) VP
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Otros topoi

Cada topos da un modelo de matematica constructivista.

e En el topos de realizabilidad de Hayland, toda funcién es computable y
podemos estudiar computabilidad sintética y realizabilidad de Kleene

e En el topos de Dubuc podemos formalizar los infinitesimales y hacer
geometria diferencial sintética.

e En el topos topoldgico de Johnstone, podemos razonar sobre espacios y
funciones continuas.

Ademaés, al aceptar tercio excluso perdemos la interpretacién computacional de
Brower-Heyting-Kolmogorov.

Jaap Van Oosten. Realizability: an introduction to its categorical side. Vol. 152. Elsevier,
2008.

Eduardo J Dubuc. “Integracién de campos vectoriales y geometria diferencial sintética”. En:
Revista de la Unién Matemética Argentina 35 (1989), pags. 151-162.

Peter T Johnstone. “On a topological topos”. En: Proceedings of the London mathematical
society 3.2 (1979), pags. 237-271.



-— The following is a construction of the positive real numbers using
-- Dedekind cuts. A cut is a propositional predicate over the rational
-- numbers that determines which rationals are greater or equal than the
-- real number. A real number must be
--  * bounded, meaning that the cut must be inhabited;
-—  * rounded, meaning that the cut must be an upper-unbounded and
e nonclosed interval.
record R : Set where
constructor real
field
-- Dedekind cut
cut : F - Set
isprop : (q : F) = isProp (cut q)

bound : 3 q€F , cutg

roundl : (q : F) >cutq >3 peF, (( = true) x cut p)
round? : (g : F) - (3peF, ((p<q-= true) x cut p)) - cut g

open & {{...}} public
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-- The fundamental group of the circle is the integers. In this
-- proof, univalence is crucial. The next lemma will prove that the
-- equivalence in fact preserves the group structure.
fundamental-group-of-the-circle : 0 S hase = Z
fundamental-group-of-the-circle = equiv-family base

preserves-composition : ¥ n m -+ loops (n +Z m) == loops n - loops m
preserves—composition n m = z-act+ (0-st ST base) n m loop

preserves-inverses : ¥ n - loops (- n) == inv (loops n)
preserves-inverses n = z-actm (Q-st S base) n loop
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